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Programagao Linear Problema de programagao Linear

Forma Geral de um Problema de Programacao Linear
(P.L.)

min (max) z=);,¢x

s. a: >jes@ixj < b, i€h (1)
Djesdip = bi, i€k (2
ZjEJ ajjXj = b, i€k (3)

xj >0, JEh (4)
xj <0, j€h (5)
X s 0, J€ A (6)
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Programagao Linear Problema de programagao Linear

onde
z é a funcdo objectivo a ser optimizada

(1), (2), (3), (4), (5) e (6) sdo as restri¢des
(4), (5) e (6) sdo as restricdes de sinal nas varidveis

xj sdo as varidveis de decisdo

cj sao os coeficientes de custo
ajj sdo os coeficientes tecnoldgicos
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Forma Standard de um P.L.

min (max)  z=3 ;X

s. a
2jes X = bis i€l
xj >0, jed
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Programacao Linear

Formas Candnicas de um P.L.

min 2= e
S. a:
ZjeJa,'ijZb;, iel
xj > 0, JjeJ
P S

S. a:

> jesaixi < by, i€l
x; >0, JjeJ
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Programagao Linear Problema de programagao Linear

Operacoes de reformulacao nas restricoes

uma desigualdade pode ser transformada numa igualdade através da
inclus3o de uma variavel slack ou folga

> iy aiixj—x7 =bj
2:x: > b: N jed cury i !
S o>t { 2

jed
S
s . > jes AijXj+x7 =bi
Sapg<b - { s
jed =
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Programagao Linear Problema de programagao Linear

Operacoes de reformulacao nas restricoes

uma igualdade é sempre equivalente a duas desigualdades

> ax = bi — { 2 jes 2% =< bi

= > jes X = bi
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Programagao Linear Problema de programagao Linear

Operacoes de reformulacao nas restricGes de sinal

usualmente as restricoes de sinal sdo restricdes de nao negatividade

/ "
Xji = X: — X;
J J J
xi < 0 —
J= { xi,x!" >0
J7J
/
xi=x;— |
J J
x; > [; — S
J =1 { X{ >0
J
x! = uj — x
j — " J
x; < uj — J
S =" { xi >0
J
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Programacao Linear

Operacoes de reformulacao na funcdo objectivo

max z = —min — z
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Programagao Linear Problema de programagao Linear

Resolucao gréfica

Na resolucdo grafica identifique a solucdo étima, a regido admissivel
(limitada ou ilimitada), o semiespaco definido por cada restri¢do, os
pontos extremos, ...
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Programagao Linear Problema de programagao Linear

Exercicio

Considere o seguinte Programa Linear (PL).

max Z = x1 + 3xo

s.a x31—3x <3
—2x1 +x2 <2
—3x1 +4x, < 12
3x1 +x <9
X1, XQZO

Esboce a regido admissivel no espago das varidveis {x1,x2} e identifique a

solugcao 6tima.
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Programagao Linear Problema de programa’L’;"o Linea

Regiao Admissivel
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Programagao Linear Problema de programa’Lr;

Solucdo Otima
O gradiente da funcdo

objetivo é o vetor VZ = (1,3)

3o Likear

e a solucdo 6tima é o ponto B L
4 +
G
D
2 vz
H ‘ E
-8 -6 —4 -2
J

Métodos de Investigacdo Operacional

C. Requejo (UA)
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TS EINE=CHRNEETAN  Andlise convexa e caraterizagdo de poliedros

Analise convexa e
caraterizacao de poliedros
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Programagao Linear Andlise convexa e carateriza¢do de poliedros

Envolvente convexo

Um vetor x € R é uma combinacao linear dos vetores xi,...,xx € R" se,
para algum A € R¥, temos

k
X = Z )\,'X,'
i=1

0 o o k ~ 7
Se, adicionalmente, \; > 0,i=1,...,ke > ; ;A\ =1, entdo x é uma
combinacao linear convexa dos vetores xi, ..., Xk.

Notacao

Para um subconjunto, ndo vazio, S C R", conv(S) denota o envolvente
convexo dos elementos de S, isto é, o conjunto de todos os vetores que
sdo combinacdo convexa finita de vetores de S.

v
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Programacao Linear Andlise convexa e carateriza¢do de poliedros

Conjunto convexo

Definicao

Um subconjunto S C R” é um conjunto convexo se S = conv(S).

Definicdo alternativa

Um subconjunto S C R"” é convexo se Vx3,x € S e A € [0,1],
Ax1 + (1 — )\)XQ € S.
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Programacao Linear Andlise convexa e carateriza¢do de poliedros

Propriedades

@ conv(S) é o menor conjunto que contém S.

@ conv(S) é a intersegdo de todos os conjuntos convexos que contém S.

@ Se 51,5, C R" s3o convexos, entdo S; NS, é convexo.

Definicao

O envolvente convexo de um ndmero finito de pontos é chamado de
politopo.
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TS EINE=CHRNEETAN  Andlise convexa e caraterizagdo de poliedros

Exercicio

Considere os pontos a; = (1,0), ax = (2,3), a3 = (—1,4), as = (5, -3) e
as = (—4, 3). Esboce o conjunto de todas as combina¢des convexas destes
5 pontos.
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Programacao Linear Andlise convexa e carateriza¢do de poliedros

Um conjunto de pontos xi, ..., x, € R” diz-se independente afim se, a

tnica solugdo de
k k
D Aixi=0,> Ai=0
i=1 i=1

éN=0,/= . k.
Proposicao
X1y ., Xk €R"
¢ independente afim sse
XD — X1,...,Xk — X1 e R"
é linearmente independente.
v
Definicao
O envolvente convexo de um nimero finito de pontos independentes afins
X1,X2,...,xXx € R" é chamado de simplex com vértices xi, x2, . . . , Xk.

v
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Programacao Linear Andlise convexa e carateriza¢do de poliedros

Poliedro

Definition

Um poliedro X C R" é o conjunto de pontos que satisfaz um ndmero
finito de desigualdades lineares.

X ={xeR": Ax < b}

Propriedades

@ Um poliedro é um conjunto convexo

@ Um poliedro limitado é um politopo
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Programacao Linear Andlise convexa e carateriza¢do de poliedros

Pontos extremos e raios extremos

Defini¢oes
@ x € X é um ponto extremo de X se no existe x!,x% € X, x! # x?,
tal que x = %Xl + %Xz

@ r ¢ R” é um raio de X se e s6 se para qualquer ponto x € X, o

conjunto
{yeR":y=x+Ar,A >0} C X.
@ Um raio r de X é um raio extremo de X se r = r1 + 5 r onde rl e
r? s3o raios de X, entdo rl = \ir,A\{ >0e r? = )\2r, )\2 > 0.

Propriedade

Um poliedro tem um ndmero finito de pontos extremos e raios extremos.
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TS EINE=CHRNEETAN  Andlise convexa e caraterizagdo de poliedros

Exercicios

@ Considere os conjuntos
X1 ={(x1,x): 2x1 +x2 <8, x1 +2x <10, x3 >0, xo > 0}

Xo = {(X17X2) PX1—2x 2> =6, x1 —x20 > =2, x1 >0, x0 > ]_}

Indique os seus pontos extremos e, caso existam, as suas diregcOes
extremas.

@ Determine todos os pontos extremos do poliedro
X={(x1,x,x3): x1 —x2+x3 <1, —x1 +2x2 < 4, x1,x2,x3 > 0}.

(Sera que X possui alguma diregdo ? Porqué ?)
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Programacao Linear Andlise convexa e carateriza¢do de poliedros

Teorema de Minkowski's
Se X ={x € R": Ax < b} # ) e rank(A) = n, entdo

X={xeR": x= e Mx*+ >,
ek =1 A >0,k € K, p; >0,j € J}

onde E = {x*, k € K} é o conjunto de pontos extremos e R = {r,j € J}
€ o conjunto de raios extremos.
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TS EINE=CHRNEETAN  Andlise convexa e caraterizagdo de poliedros

Conjunto de solucoes admissiveis

O conjunto X das solugbes admissiveis de um LP é um poliedro.

Portanto:
@ X é convexo.
@ X tem um ndmero finito de pontos extremos e raios extremos.

Q etc

C. Requejo (UA) Métodos de Investigacdo Operacional MIO 2009-2010
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TS EINE=CHRNEETAN  Andlise convexa e caraterizagdo de poliedros

Método grafico de resolucdo de PL s

@ Determinagdo do conjunto de solugdes admissiveis

@ Determinagao da solugdo étima, de entre todos os pontos admissiveis.
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Andlise convexa e caraterizagdo de poliedros
Possibilidades de um PL (Programa Linear)

@ solucdo 6tima unica finita
@ solucdes étimas alternativas finitas
@ valor da solugdo étima ilimitado

@ regido admissivel vazia
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TS EINE=CHRNEETAN  Andlise convexa e caraterizagdo de poliedros

Exercicio

Considere (novamente) o seguinte Programa Linear (PL).

max Z = x1 + 3xo

s.a x31—3x<3
—2x1 +x0 < 2
—3x1 +4x < 12
3x1 +x <9
X1, XQZO

(a) Esboce a regido admissivel no espago das varidveis {x1,x2} e
identifique a solucdo dtima.

(b) Identifique todos os pontos extremos e reformule o problema em
termos da combinacdo convexa dos pontos extremos. Resolva o PL
resultante.
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HSEINEI=MRIETAN  Analise convexa e cara'Ferizacio

Regiao Admissivel
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HSEINEI=MRIETAN  Analise convexa e cara'Ferizacio e poliedros

Os pontos extremos
sdo: A,B,C,D,E
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TS EINE=CHRNEETAN  Andlise convexa e caraterizagdo de poliedros

A reformulacdo em termos da combinac3o linear convexa dos pontos
extremos é

max Z = MA+ B+ X3C+ D + XsE
5

S. a Z)\,-: 1
i=1

\>0,i=1,....5
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Método Simplex
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Método Simplex

Problema de P.L. na forma matricial

min (max) z=cx
s. a:
Ax=b
x>0
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Método Simplex

Exercicio
Considere o seguinte Programa Linear (PL).

max Z = 8xy + 5x»
S. a x1+ x <38

—3x1 ¥ <0
X1 Z 1

Xo > 2
x1, x22>0

O problema na sua forma standard é

max Z = 8x1 + 5x

S. a x1 +x2 +x3 =38
—3x1 +xo +Xa =0

—X1 “+Xs5 = -1

—X2 +x5 = —2
X1, X2, X3, X4, X5, Xp >0
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Método Simplex

T
1 11000 %2 8
3 10100 | s | o
EmqueA=1 1 o001 0| T |x| 27| 1
0 -1 0001 x5 2

L X6

ec'=[85000 0]

a matriz A é de dimensao 4 x 6
o sistema tem 4 equacdes e 6 varidveis, das quais 4 s3o varidveis slack
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Método Simplex

Regiao Admissive
K
6 +
8x1 + 5xp = 58
4 +4
D E
“ A
R F
G H )
-2 0 2 4 6




Método Simplex

Pontos e Solucdes

classificacio

ponto solucado
A(1,2) (1,2,5,1,0,0) SBA
B(6,2) | (6,2,0,16,5,0) SBA
C(2,6) (2,6,0,0,1,4) SBA
D(1,3) (1,3,4,0,0,1) SBA
E(3,3) (3,3,2,6,2,1) SNBA
F(3,1) (3,1,4,8,2,-1) SNBNA
G(0,0) | (0,0,8,0,-1,-2) | SBNA degenerada
H(1,0) (1,0,7,3,0,-2) SBNA
J(8,0) | (8,0,0,24,7,-2) SBNA
K(1,7) (1,7,0,-4,0,5) SBNA
M(3.2) | (5.2.32.0-30) SBNA
Nota:

SBA= solugdo basica admissivel;

SNBA= soluc3o n3o basica admissivel;

SNBNA= solugdo n3o basica e ndo admissivel;

SBNA= solugdo bdsica, ndo admissivel.
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Método Simplex

Solu¢des Admissiveis Basicas

max z=ctx Amxn (n>m)
s. a Ax = car(A,b) = car(A)=m
x>0 n < num. var.

m <— nuin. rest.

A=[B N]
Brxm < matriz invert. Ax=b =[B N] [ ))EB ] =b

N
NmX(nfm) = BXB -+ NXN =b
x=[xg xn]* = xg =B 'b— B 1Nxy
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Método Simplex

Solu¢des Admissiveis Basicas

A solugdo x = [xg  xp]* do sistema Ax = b diz-se
Xg = B~1p

XN = 0

solucdo basica admissivel se também xg > 0

solucdo basica se {

B é a matriz basica (das colunas bésicas)
N é a matriz ndo bésica (das colunas ndo basicas)

as componentes de xg s3o as varidveis basicas
as componentes de xy sdo as varidveis ndo basicas

se pelo menos uma componente de xg for igual a zero, entdo x é uma
solucdo basica admissivel degenerada
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Método Simplex

Solu¢des Admissiveis Basicas

Exercicio
Considere o seguinte conjunto de restricdes

x1 +  x» <3,
—2x1 —+ xp <2,
x1 — 2x <0,
X1, X2 2 0

(a) Desenhe a regido admissivel.

(b) Identifique todos os pontos extremos e, para cada um, identifique
todas as possiveis varidveis basicas e n3o bdasicas.

(c) Suponha que é efetuado um movimento do ponto extremo (2, 1) para
o ponto extremo (0,0) no espago das varidveis {xi, x2}. Especifique as
possiveis varidveis de entrada e saida da base.
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Método Simplex

Pontos Extremos e Otimalidade

quando a solucdo étima de um P.L. existe, entdo um ponto extremo timo

também existe

recorde que: se xi, X2, ..., Xk SA0 0S pontos extremos de X e se

d17d25'

j=1,...,k
em que
Zj:l, Jk
Aj >0, Jj=1,
pj > 0, Jj=1

C. Requejo (UA) Métodos de Investigagdo Operacional
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.., d; sdo as direces extremas, entdo qualquer ponto x tal que
Ax = b e x > 0 pode ser representado por
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Método Simplex

Pontos Extremos e Otimalidade

Exercicio

Considere o seguinte conjunto de restricoes

x1—3x <3
—2x1 +x2 <2
—3x1 +4x <12
3x1+x <9

X1, X2 Z 0

(a) Desenhe a regido admissivel.
(b) Identifique todos os pontos extremos e, para cada um, identifique
todas as possiveis varidveis basicas e ndo basicas.
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Método Simplex

Propriedades Fundamentais de um PL

@ o conjunto X das solugcoes admissiveis de um problema de P.L. é
convexo

@ um ponto x é solucdo basica admissivel de um problema de P.L. se e
s se é um ponto extremo do conjunto X das solu¢des admissiveis do
problema

@ existe um numero finito de solu¢des bdsicas admissiveis associadas a
um problema de P.L., i.e. o conjunto X das solugdes admissiveis dum
problema de P.L. tem um nimero finito de pontos extremos
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Método Simplex

Propriedades Fundamentais de um PL

@ o valor 6timo de problema de P.L. se existe e é finito, é atingido num
ponto extremo do conjunto X das solugcdes admissiveis

@ qualquer combinac3o linear convexa de solu¢des 6timas é ainda uma
solucao 6tima

@ se um problema de P.L. possuir mais do que uma solu¢do 6tima,
entdo possui uma infinidade de solucdes étimas
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Método Simplex

Solucdes Admissiveis Bésicas e Pontos Extremos
um ponto é uma solugcdo admissivel basica se e sé se for um
ponto extremo

Motivacdo Geométrica do Algoritmo do Simplex
o algoritmo do simplex examina os pontos extremos até
encontrar aquele que otimize o valor total da funcdo objetivo
ou entdo até determinar que a solugdo étima ocorre ao longo
de uma direcao extrema

O Algoritmo do Simplex
na sua forma algébrica, para um problema de minimizac3o:
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Método Simplex

© Escolha uma solugdo basica admissivel inicial e seja B a base
associada.
© Resolva o sistema Bxg = b e seja
xg = B~1b=b a sua tnica solucdo,
xn = 0,
Z = CBXB.
@ Resolva o sistema ygB = cg eseja yg = cgB~! asua lnica
solucdo.
Calcule zj — ¢; = ygAj — ¢j para todas as varidveis ndo bésicas.
Seja zx — ¢k = maxjei, {zj — ¢j}, sendo Iy o conjunto de indices das
varidveis ndo basicas.
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Método Simplex

@ (cont.)
Se zx — ¢, < 0, STOP, a solucdo bdsica admissivel atual é uma
solucdo 6tima.
Se zx —cx = 0, a solugdo basica admissivel atual é uma soluc3o
6tima, mas n3o é dnica. Continue no passo 3, considerando como
varidvel de entrada na base a varidvel xi, para encontrar a solucdo
6tima alternativa.
Sendo, continue no passo 3 considerando como varidvel de entrada na
base a varidvel x.
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Método Simplex

© Resolva o sistema BA, = Ax eseja A, = B 'A, asua lnica
solucdo.
Se A, < 0, STOP, a solugdo étima € ilimitada ao longo do raio

{[5]en] o] onzo

onde e, é um vetor de dimens&o |/y]|.
Caso contrdrio continue no passo 4.
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Método Simplex

Q Seja xj a varidvel de entrada na base.
O indice r da varidvel xg, que sai da base é determinado pelo seguinte
quociente _ _
b ) b;
—— =min{ — 3, >0¢,
ark ielg | ajk
sendo /g o conjunto de indices das varidveis basicas.
Atualize a base B em que a coluna Ay substitui a coluna Ag,.
Atualize os conjuntos de indices Ig e Iy.
Volte ao passo 1.
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Método Simplex

O Método Simplex na sua forma de quadro

C. Requejo (UA)

XN XB
XB BN B! B~1p
zi — ¢ CBB_lAj -G cgB~1b
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Método Simplex

O Método Simplex na sua forma de quadro

Exemplo

max z=—=2x1 +4xp, — b6x3
S. a:
3X1 - 2X2 - 4X3 S 4
2x1 +x +x3 <10
x1+3x2 —2x3 <5
X1,X2,X3 > 0
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Método Simplex

XB X1 X2 X3 X4 X5 X B
Xa 3 =2 -4 1 0 0] 4
x5 2 1 1 0 1 0110
X6 1 3 -2 0 0 1|5
Zi—¢ |2 —4 6 0 0 00
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Método Simplex

XB X1 X2 X3 X4 Xg X b
Xa 11/3 0 -16/3 1 0 2/3 |22/3
X5 5/3 0 5/3 0 1 -1/3|25/3
X /3 1 -2/3 0 O 1/3 5/3
zi—c¢ || 10/3 0 10/3 0 0 4/3 |20/3

Uma unica solugao étima!

x* = (0,5/3,0,22/3,25/3,0), z* = 20/3
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O Método Simplex

Exemplo: solucbes étimas alternativas

max Z=x1 — 2x0 + X3
s. a:
x1+2x0 +x3 < 12
2x1+x2—x3 <6
—x1+3x <9
X1,X2,X3ZO
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Método Simplex

Método Simplex

apoés algumas iteracdes obtemos o quadro 6timo

XB X1 Xo X3 Xa X5 x6 | b
xs |0 1 1 2/3 —1/3 0] 6
X1 1 1 0 1/3 (1/3) 0|6
x [0 4 0 1/3 1/3 1|15
Z—-¢|[0 4 0 1 0 0|12

x1* = (6,0,6,0,0,15), z* = 12

contudo ha indicacdo de existéncia de étimo alternativo
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Método Simplex

pivotando novamente

XB X1 X2 X3 X4 X5 Xp B
X3 1 2 1 1 0 0]12
X5 3 3 0 1 1 018
X6 -1 3 0 0 0 179
z—-¢| 0 4 0 1 0 012

x?* =(0,0,12,0,18,9), z* = 12

x* = a(6,0,6,0,0,15) + (1 — @)(0,0,12,0,18,9), o € [0,1], z* = 12

C. Requejo (UA) Métodos de Investigacdo Operacional

MIO 2009-2010

56 / 116



O Método Simplex

Exemplo: solu¢bes étimas alternativas, ao longo de um raio extremo

max z = —4x; 4+ 10x
s. a:
—3x1 +2x <3
—2x1 4+ 5xo < 20
x1,x2 >0
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Método Simplex

apés algumas iteracdes obtemos o quadro 6timo

XB X1 Xo X3 Xa b

Xo 0 1 —4/22 3/11 | 108/22

X1 1 0 -5/11 2/11 | 25/11
0 O 0 2 40

=G

x* = (25/11,108/22,0,0), z* = 40

contudo ha indicacdo de existéncia de 6timo alternativo, mas desta vez é
ao longo da direcao
d* =(5/11,4/22,1,0)

x* = (25/11,108/22,0,0) + 8(5/11,4/22,1,0), 3 > 0, z* = 40
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O Método Simplex

Exemplo: solucdo n3o limitada

max z=2x1+ 3x
S. a:
2x1 +2xp > 6
—x1+x <1
xp <3
X1, X2 > 0
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Método Simplex

apos algumas iteracdes obtemos o quadro

XB x1 X2 x3 xa Xxs5| b
X1 1 0 0 -1 1]2
x> 0 1 0 0 1|3
x3 0 0 1 -2 4|4
z—¢|[0 0 0 —2 513

solucdo ndo limitada ao longo da direcao
d*=(1,0,2,1,0)
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

max 2= Y0

s. a: ZjeJa,-ij-Sb,-, ieh
2jesdjXj = bi, i€ h
djes @i =bi, i€l

x; >0, jed
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

Problema auxiliar

3 a . .
min z7 = ZI'GIQ ai + Zi€/3 a

S. a: ZjeJa;ij—l—y;:b,-, i€eh
ZJ-EJa;J-)g—y,-—i—a,-:b,-, i €b
Zjeja,-jxj-l-a,-:b,-, i€l
xj >0, jed
yi >0, ie hub
a; >0, i€hbUl
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

o problema auxiliar é sempre de minimizagdo
Se z? > 0 o problema original ndo tem solu¢des admissiveis

Se z7 = 0 a solugdo étima do problema auxiliar é a sol. basica admissivel
inicial e dois casos podem acontecer:

@ todas as var. artificiais ndo estdo na base: prosseguimos sem qualquer
problema

@ algumas var. artificiais ainda estdo na base:
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

@ algumas var. artificiais ainda estdo na base:
0 primeiro passo a fazer é retirar essas var. da base

para o fazer, usar como pivot um elemento n3o nulo (pode ser
negativo) de uma coluna n3o artificial (coluna da var. que vai entrar
na base) e de uma linha de uma var. artificial (que sai da base)

se algum elemento na coluna da var. n3o artificial que vai entrar na
base e de uma linha de uma var. artificial for zero, isso significa que a
linha correspondente no problema original é redundante e, portanto,
pode ser eliminada
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

Exemplo

min zZ=x1 —2xp + 3x3
S. a:
x1+x2+x3<7
—X1+x2 —x3>2
3x1 +2x3 =5
X1,X2,X3ZO
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

Problema auxiliar

min z?=ay+ a3

s. a:
X1 +Xx2+x3+x4=17
—x1+Xxp—x3—Xx5+ay =2
3x1 +2x3+az3=>5
Xx1,X2,x3 >0
X4, Xs5,a2,33 > 0
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

X1 X2 X3 X4 X5 dp as
Xa 1 1 1 1 0 0 0|7
a -1 1 -1 0 -1 1 0|2
a B3 0 2 0 0 0 1]5
zi—¢||-1 2 -3 0 0 0 00
sz"' — cf 2 1 1 0 -1 0 0|7
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

X1 X2 X3 X4 X5 an as
s 0 1 1/3 1 0 0 -1/3]16/3
a 0 1 -1/3 0 -1 1 1/3 |11/3
x1 1 0 23 0 0 0 1/3 |5/3
zi—¢ |0 2 —7/3 0 0 0 1/3 | 5/3
zZ-c¢ |0 1 -1/3 0 -1 0 -2/3[11/3
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

X1 X2 X3 X4 X5 an as
X 0 0 2/3 1 1 -1 —2/3| 5/3
X2 o 1 -1/3 0 -1 1 1/3 | 11/3
X1 1 0 2/3 0 0 0 1/3 | 5/3
zi—¢ |0 0 -5/3 0 2 -2 —1/3|-17/3
zj’ — cf 0 O 0 o 0 -1 -1 0

z? = 0 e nenhuma varidvel artificial estd na base

C. Requejo (UA) Métodos de Investigacdo Operacional

MIO 2009-2010

69 / 116



Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

X1 X2 X3 X4 X5 d2 as
Xs 0 0 2/3 1 1 5/3
xx |0 1 1/3 1 0 16/3
x1 1 0 2/3 0 O 5/3
zi—-¢ |0 0 -3 —2 0 —9

C. Requejo (UA)
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

Exemplo

min zZ=—x1+ 2xp — 3x3
S. a:
xX1+x+x3=06
—X1 +X2+2X3 =4
2x> 4+ 3x3 = 10
x3 <2
X1,X2,X320
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

Problema auxiliar

min zf=a;+ay+ a3
S. a:
X1+x0+x3+a; =06
—Xx1+Xx0+2x3+a=4
2xp +3x3+ a3 =10
X3+ X4 = 2
X1,X2,x3 > 0
X4, 4d1,d2,4d3 > 0
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

apos algumas pivotagdes obtemos o quadro

X1 X2 X3 X4 al an as
X2 0 1 0 -3/2 1/2 1/2 0| 2
X3 0 0 1 1 0 0 0| 2
as 0 0 O 0 -1 -1 110
x1 1 0 0 1/2 1/2 —1/2 0| 2
zi—¢ |0 0 0 —13/2 1/2 3/2 0 | —4
zZ-c¢|o 0o 0o 0o -2 -2 0]0

z? = 0, contudo temos a variavel artificial a3 na base

notar o valor zero na linha da varidvel artificial, numa coluna n3o biésica,
significa que a terceira restricdo é redundante
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

continuar na fase 2, sem a terceira linha

X1 X2 X3 X4 dai an as
X2 0 1 0 -3/2 1/2 1/2 0] 2
X3 0 0 1 1 0 0 0| 2
X1 1 0 0 1/2 1/2 -1/2 0| 2
zi—¢ |0 0 0 —13/2 1/2 3/2 0| -4
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

Exemplo
min z=—3x1 + 4x
S. a:
x1+x <4
2x1 +3xp > 18
x1,x >0
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

Problema auxiliar

min z
S. a:

= a

x1+x+x3=4
2x14+3x0 — x4 +a=18
X1y X2, X3, X4 Z 0

a>0
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Método Simplex

Determinacao de uma sol. bdasica admissivel inicial

apds algumas pivotacdes obtemos o quadro

X1 X2 X3 X4 a
X0 1 1 1 0 0] 4
a -1 0 -3 -1 1|6
zZ—¢ |7 0 4 0 016
z2—c’| -1 0 -3 -1 0|6

quadro étimo da fase 1

z? =6 > 0, o problema (original) ndo possui solu¢des admissiveis
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Dualidade e Interpretagdo Econémica

Dualidade e Interpretacao
Econdmica
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Construgio do problema dual

Construcao do problema dual

max min
< | >0
restricio i > <0 varidvel |
= |<o0
>0 | >
varidvel j <0 | < restricdo j
§ =
matriz A matriz At
coefic. f.o. termos ind. rest.
termos ind. rest. coefic. f.o.
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Propriedades Fundamentais do dual

Propriedades Fundamentais do dual

@ o valor da f.o.para qualquer sol. admissivel do problema de max. n3o
é superior ao valor da f.o. correspondente a uma sol. admissivel do
problema de min.

@ Se x e y sdo sol. admissiveis para um par de prob. duais, que d3o
igual valor as resp. f.o., entdo x e y sdo sol. étimas para os resp.
prob.

@ para qualquer par de prob. duais, a existéncia de sol. étima finita
para um deles, garante a existéncia de sol. étima finita para o outro,
e os respetivos valores étimos das f.o. coincidem
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Propriedades Fundamentais do dual

@ um prob. de P.L. tem sol. étima finita se e s6 se existirem sol.
admissiveis para o primal e o dual

@ se para algum dos prob. existir sol. ndo limitada, ent3o o outro ndo
possui solucdes admissiveis

Primal
X, £ 0 X, =10
Dual | Xy #0 sol. 6t. fin. dual s/ ét. fin.
Xg =10 | primal s/ ét. fin. imp.
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Propriedades Fundamentais do dual

@ Desvios Complementares
se uma var., de qualquer dos prob., for ndo nula na sol. étima, entao
a restricdo correspondente do outro prob. encontra-se saturada
se uma rest. de qualquer dos problemas n3o se encontra saturada na
sol. 6tima desse prob., entdo no outro prob. a var. associada a essa
rest. é nula na sol étima

@ se x e y sdo sol. admissiveis para os prob. primal e dual, resp., e
verificam a propriedade dos desvios complementares, entdo x e y sdo
sol. étimas do primal e do dual
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Desvios Complementares

Desvios Complementares

max zZ= ZjeJ GXj min w =73 icYibi

S. a: S. a:
> jesdijxj < bi, i€l Yicraiyi>c, jed
xp >0, jeJ yi=0, i€l

(O ajyi—g)=0, jeJ
iel

yiQ agxf—bi)=0, i€l
jed
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Interpretagdo Econémica

Interpretacao Econdémica

o modelo dual fornece informacao econémica acerca dos recursos
limitados

o custo reduzido da varidvel j € J é z; — ¢; = CBB_lAJ' —cj=yBAj—¢j é
o preco sombra da restricao x; > 0

o preco sombra ou valor marginal da restricao i € | é o valor da variavel
dual y; associada a essa restricdo e representa a variagdo que sofre o valor
6timo z* do problema quando se adiciona ao termo independente uma
unidade dessa restricdo, mantendo tudo o resto; corresponde também ao

prego justo que pagariamos por adicionar ao termo independente dessa
restricdo mais uma unidade
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Interpretagdo Econémica

Uma empresa produz fésforos compridos e curtos que d3o, resp., um lucro
de 3 e 2 unidades monetadrias por cada caixa de fdsforos.

A empresa possui uma maquina que produz ambos os tipos de fésforos.
Esta maquina pode produzir no maximo 9 (x1000) caixas de fésforos
compridos ou curtos.

Para a producdo dos fésforos a empresa precisa de madeira e de caixas. A
empresa tem disponivel 18 (x1000) m3 de madeira e para a producio de
uma caixa de fésforos compridos s3o necessarios 3 (x1000) m® de madeira
e para a produgdo de uma caixa de fésforos curtos é necessédrio 1 (x1000)
m3 de madeira. A empresa tem disponivel 7 (x1000) caixas para fésforos
compridos e 6 (x1000) caixas para fésforos curtos.

Assume-se que toda a producdo é vendida.

Como pode a empresa maximizar o seu lucro?
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Interpretagdo Econémica

max z = 3x1 + 2xo
S. a: min w=09y; + 18y + Ty3 + 6ys
x1+x <9 S. a:
3x1 +x0 < 18 yi+3y2+y3 >3
x1 <7 yvi+y2+tys>2
xp < 6 Y1,¥2,¥3,¥4 > 0
x1,x2 > 0
z¥ =225 w* =225
x* = (4.5,4.5,0,0,2.5,1.5) | y* =(1.5,0.5,0,0,0,0)
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Interpretagdo Econémica

C. Requejo (UA) Métodos de Investigagdo Operacional MIO 2009-2010 87 / 116

o lucro total é de 22.5 unidades monetérias
producdo de 4.5 unidades do produto 1

producdo de 4.5 unidades do produto 2
capacidade de operacdo da maquina foi esgotada
o recurso madeira foi esgotado

sobram 2.5 unidades de caixas fésforos compridos
sobram 1.5 unidades de caixas fésforos curtos

valorizac3o interna da producdo e dos recursos
valorizac3o interna da capacidade de operacdo da maq.
valorizac3o interna do recurso madeira

valorizagdo interna das caixas fésforos compridos
valorizacdo interna das caixas fésforos curtos

perda de oportunidade de producio de fésforos compr.
perda de oportunidade de produgdo de fésforos curtos



Dualidade e Interpretagdo Econémica Interpretagdo Econémica

Uma empresa produz 3 produtos (P1, P2, P3). Para a sua produgio
considera uma restri¢do respeitante ao nivel minimo de produgdo (NP) e
uma outra respeitante a matéria prima disponivel (MP). Com o objetivo
de maximizar o lucro total (em u.m.), a empresa determinou o plano
6timo de producao resolvendo o seguinte problema de P.L.

max z=x1+5x +4x3

S. a: 5x1 + 10x2 + 2x3 > 10 (NP)
4x1 +4xo +2x3 <16 (MP)
X1, X2,x3 > 0
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Interpretagdo Econémica

cujo quadro étimo é

X1 Xo X3 Xa Xs X6
2 2 1 0 1/2] 0| 8
-1 =6 0 1 1 |—-1|6
zZi—¢l| 7 3 0 0 2|0 |3

onde x4 e x5 sdo as varidveis de folga (slacks) associadas a 1? e 22
restricdo, respetivamente.

A interpretacdo econdmica, valida apenas enquanto a base correspondente
ao atual plano de producdo se mantiver é a seguinte:

C. Requejo (UA) Métodos de Investigagdo Operacional MIO 2009-2010 89 / 116



Dualidade e Interpretagdo Econémica Interpretagdo Econémica

e x1=0ey3=7(<5y; +4y> > 1) : o produto P1 n3o é produzido
porque a sua perda de oportunidade é n3o nula (= 7), significa que a
valorizagdo interna do nivel minimo de producdo e da matéria prima
necessdria a producao de uma unidade de P1 é superior ao seu lucro
unitario pelo que a produc¢do de uma unidade de P1 provocaria um
decréscimo de 7 u.m. no lucro.

@ xp=0ey;=3 (< 10y; +4y> > 5) : o produto P2 n3o é produzido
porque a sua perda de oportunidade é n3o nula (= 3), significa que a
valoriza¢3o interna do nivel minimo de producdo e da matéria prima
necessdria a producao de uma unidade de P2 é superior ao seu lucro
unitario pelo que a producdo de uma unidade de P2 provocaria um
decréscimo de 3 u.m. no lucro.

@ x3=8¢ey; =0 (< 2y1 +2y» = 4) : sdo produzidas 8 unidades do
produto P3 pelo que a sua perda de oportunidade é nula.
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Dualidade e Interpretagdo Econémica Interpretagdo Econémica

@ x4 =6 (< 5x1 +10x2 +2x3 > 10 + NP) e y1 =0 : o nivel minimo
de producdo foi excedido em 6 unidades pelo que a sua valorizacao
interna é nula.

0 xs =0 (& 4x1 +4x2+2x3 =16 < MP) e y» =2 : a matéria prima
disponivel foi esgotada, trata-se de um recurso escasso porque a sua
valorizac3o interna é n3o nula; este recurso foi internamente
valorizado em 2 unidades o que significa que por cada unidade
adicional de matéria prima o lucro aumenta 2 u.m..

C. Requejo (UA) Métodos de Investigagdo Operacional MIO 2009-2010 91 / 116



Método Dual do Simplex

Método Dual do Simplex
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Método Dual do Simplex

Primal Dual
max z=cx = [cg cn][xB xn]* min  w=yb
S. a S. a:
Ax <b yA>c
x>0 y>0
solugcdo éptima basica solucdo éptima basica
Xg = B~1b Yg = cgB™!
z*¥ = cgxp w* = ygb = CBB_lb = cgxg = z*
Ax+x' =b= yA—y' =c=
xX'=b—Ax=b— Bxg Yy =yA—c=cgB 1A-c
yi=z-¢. jeJ
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Método Dual do Simplex

Método Dual do Simplex para um problema de
minimizacao

@ Escolha uma solugdo dual admissivel e bésica inicial (i.e. tal que
zi—¢ = cBB_lAj — ¢j < 0 para todo j) e seja B a base associada.

@ Resolva o sistema Bb=b eseja b a sua tnica soluco.
Se b>0, STOP, a solucio basica actual é uma solugdo éptima.
Sen3o, seleccione a linha pivot r tal que b, = min;c;{b;} < 0. A
variavel x, vai sair da base.
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Método Dual do Simplex

@ Se 3, > 0, paratodoj, STOP, a solugdo dual é ilimitada e o
primal é inadmissivel.
Caso contrario o indice k da coluna pivot é determinado pelo seguinte

quociente
Zk — Ck . Zi— ¢ _
_—zmln{% :a,j<0}.
ark jed arj
A variadvel x, vai entrar na base.
© Actualize a base B em que a coluna Ay substitui a coluna Ag,.

Actualize os conjuntos de indices Ig e Iy.
Volte ao passo 1.
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Método Dual do Simplex

Exemplo

max z=—10x1 — 5x

S. a:
—20x; — 50x < —200
—50x1 — 10xp < —150
—30x1 — 30x, < —210
x1,x2 >0

solucdo basica inicial

x = (0,0,-200,—150,—210) e y=(0,0,0,10,5)

C. Requejo (UA) Métodos de Investigacdo Operacional MIO 2009-2010

96 / 116



Método Dual do Simplex

XB X1 X2 X3 X4 Xs b
X3 -20 -50 1 0 0 | —200
X4 -50 —-10 0 1 0 | —150
X5 -30 -30 0 O 1| -210
zi—¢| 10 5 0 0 0] 0
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Método Dual do Simplex

XB X1 X2 X3 X4 X5 b
X3 30 0 1 0 —5/3 150
xs ||—40 0 0 1 —1/3|-80
X2 1 1 0 0 -1/30| 7
zi-¢| 5 0 0 0 5/30 |35

C. Requejo (UA)

Métodos de Investigagdo Operacional




Método Dual do Simplex

XB X1 X X3 X4 X5 b
x» |0 0 1 3/4 —23/12] 9%
x |1 0 0 —1/40 1/120 | 2
x |0 1 0 1/40 —1/24 | 5
z-¢|0 0 0 1/8 1/8 | 45

solucdo 6ptima
x* =(2,5,90,0,0) e y*=1(0,1/8,1/8,0,0)

zZf=w"=—-45
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade

Pdés-optimizacao e Analise de
Sensibilidade
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

Pds-optimizacao

sem resolver o prob. desde o inicio, obter uma nova sol.

dados iniciais do problema s3o alterados

Exemplo com respetivo quadro éptimo

éptima quando os

Zna; z=2x1+x2— X3 xg X1 Xo X3 Xa X b
x1+2x +x3 <8 o R

X1+ X — 2x3 < 4 R R S s

1+ X2 3 S zi—¢ |0 3 3 2 0]16

x1,Xx2,a3 > 0
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

| — Alteracdo no vector ¢ dos custos

o custo de uma ou mais varidveis é modificado de ¢, para Cx

1. se x; é uma varidvel n3o bdasica
o vector cg dos custos das varidveis basicas n3o é alterado
pelo que zj = cBB_lAJ- nao sofre qualquer modificacdo para
qualquer varidvel;
deste modo z, — ¢, < 0 sera substituido por
2z — Tk = zik — ¢k + (ck — Cx),
se z — Cx < 0 a solucdo continua dptima,
se zx — Cx > 0 hd que levar x, para a base procedendo como
¢ habitual no algoritmo do simplex.
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

2. se x, € uma variavel basica
agora o vector cg dos custos das varidveis basicas é alterado
pelo que z; = CBB_lAJ' é modificado para todas as varidveis
ndo basicas, também é necessario modificar o valor da
funcdo objectivo;
deste modo depois de modificar a dltima linha do quadro do
simplex proceder com o algoritmo do simplex como é
habitual caso a optimalidade tenha sido alterada.

exemplo
1. (a) &z=5 (b) =2 (c) o =-2
1
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

Il — Alteracao no vector b dos termos independentes

o vector dos termos independentes é modificado de b para b

portanto teremos de calcular B~1h bem como o novo valor da funcio
objectivo;

deste modo como o quadro anterior era 6ptimo, apds termos modificado a

dltima coluna do quadro do simplex proceder com o algoritmo dual
simplex caso a admissibilidade primal tenha sido violada.

exemplo

(a) bt =[10 1] (b) bt =[3 —12]
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

Il — Alteracdo na matriz A das restricoes

a coluna na matriz das restricbes de uma varidvel é modificada de Ay para
A

1. se x, € uma varidvel n3o basica
a nova coluna B~ 1A, tem de ser calculada bem como o
novo valor do custo reduzido Zx — ¢, = cg B 1A, — ¢,
se Zx — ¢, < 0 a solugcdo continua éptima,
se z, — ¢, > 0 had que levar x, para a base procedendo como
é habitual no algoritmo do simplex.
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

2. se x, é uma variavel basica
pode o novo conjunto de vectores 'basicos’ deixar de formar
uma base, mesmo que este n3o seja o caso, a alteragdo da
coluna da matriz das restricoes de uma varidvel basica
origina uma alteracdo da base e, portanto, de B~}
provocando uma alteracdo de todo o quadro

exemplo
(a) A =[1 2] (b) Af =[-23]
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

IV — Introdugdo de uma nova varidvel (actividade)

uma nova variavel x,41 com custo cp11 e coluna na matriz das restricoes
An+1 é considerada

sem resolver o problema poderemos determinar se serd ou ndo vantajoso
produzir (levar para a base) x,1, para isso calculemos

Znt1 — Cnp1 = 8B A1 — ot

se Zp+1 — Cnt+1 < 0 a solucdo continua éptima e teremos x,411 = 0 na
solugao 6ptima,

se Zp+1 — Cnt+1 > 0 ha que levar x,11 para a base, calculemos B_lA,,Jrl e
procedemos como é habitual no algoritmo do simplex.
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

V — Introducdo de uma nova restricao

1. se a solucdo do quadro éptimo satisfaz a nova restricao,
a solucdo continua éptima para o novo problema.

2. se a solucdo do quadro 6ptimo n3o satisfaz a nova restricdo,

a solucdo deixa de ser éptima para o novo problema,
seja B a base éptima antes da adicdo da nova restricdo, a

= B 0
nova base é B = [ — ] e a respectiva inversa
1 ARt £1
51— B~ | 0
FARTIBTL | £1
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

2.1 seja Amtly < bm+1 a nova restricao e seja xp41 a
correspondente varidvel slack, podemos reescrever a nova
restricdo da seguinte forma
AEHXB + A’,(,’Hx,, + Xp+1 = bmi+1 € como a solugdo do
quadro é xg = B~1b — B~1Nxy obtemos para a nova
restricao
(AP — AZTIB=IN)x, + Xnt1 = bms1 — AR TIB71b
adicionando esta nova linha ao quadro do simplex com
varidvel bdsica x,1 obtemos uma solucdo basica do novo
problema, agora

se bpi1 — A’gHB_lb > 0 a solugdo é dptima.

se b1 — AFTIB~1b < 0 o algoritmo dual simplex é usado
para restaurar a admissibilidade primal.
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

2.2 seja Amtly > bm+1 a nova restricao e seja xp41 a
correspondente varidvel slack, podemos reescrever a nova
restricdo da seguinte forma
AEHXB + A’,(,’Hx,, — Xp+1 = bm11 € como a solugdo do
quadro é xg = B~1b — B~1Nxy obtemos para a nova
restricao
(AZTIB=IN — AR N )x, + X1 = AGTB™1b — b1
adicionando esta nova linha ao quadro do simplex com
varidvel bdsica x,1 obtemos uma solucdo basica do novo
problema, agora

se A’é’HB_lb — bmy1 > 0 a solugdo é dptima.

se A'é”LlB*lb — bm+1 < 0 o algoritmo dual simplex é usado
para restaurar a admissibilidade primal.
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

2.3 seja Amtly — bm+1 a nova restricdo e seja x;7, | a
correspondente varidvel artificial, podemos reescrever a nova
restricdo da seguinte forma
AE‘HXB + A’,(}Hx,, + X7, 1 = bmy1 (a varidvel artificial pode
juntar-se com sinal + ou — consoante a rest. n3o seja
verificada por excesso ou por defeito, resp. )
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade

Exemplo

introdu¢do de uma nova varidvel (actividade)

(a) s=4e AL =[12]

(b) c6 =2 e Af =[2 3]
introducdo de uma nova restricdo

(a) x1 +x2 + x3 < 10

(b) x2 + x3 =10

(c) x2 +x3 >2

(d)2x1—x =1
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introducdo de uma nova restricdo: 2x; — x, = 1
a sol. éptima x* = (8,0,0,0,12) ndo satisfaz esta nova rest.
considerando a var. artificial x; a nova rest. fica

2x1 — X0+ x5 =1
pelo que haverd necessidade de usar o mét. das 2 fases

x1 € uma varidvel basica para a qual temos na base actual

X1 =8—2x —x3 — Xa
deste modo a nova rest. fica —5xo — 2x3 — 2x4 + x; = —15
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

o novo quadro, para resolu¢cdo com o método das duas fases, fica

ch 0 0 0O 0 0 1

XB X|{ Xo X3 X4 Xs Xs| b

X1 1 2 1 1 0 0 8

X5 0 3 -1 1 1 0] 12

X3 O -5 -2 -2 0 1]|-15
sz -G 0O -5 -2 -2 0 0)|-15

usamos agora o mét. dual do simplex no mét.
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Pés-optimizagdo e Andlise de Sensibilidade Pés-optimizagdo

obtemos o seguinte quadro final da 12 fase que é também 6ptimo do
problema

XB X1 X2 X3 X4 X5 X3 B
xx |1 0 1/5 1/5 0 2/5|2
xs |0 0 11/5 —1/5 1 3/5|3
xx |0 1 2/5 2/5 0 1/5|3
Z—cJ0 0 0 0 0 -1]0
zi—¢|0 0 9/5 4/5 0 1 |7

sol. éptima x* = (2,3,0,0,3) com z* =7
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Anélise de Sensibilidade
Analise de Sensibilidade

Obtencio de um intervalo de variacdo para os coeficientes do problema,
tomados isoladamente, e sem alteracdo da base 6ptima.

@ variagcdo nos termos independentes das restrigdes

@ variacdo nos coeficientes da f.o.
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